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Zusammenfassung.
Bekanntlich wird eine katastrophenartige Sch

adigung von Ga
x
Al
1 x
As Doppel-
heterostrukturlasern durch

Uberhitzung herbeigef

uhrt, deren Ursache eine hohe
nichtradiative Rekombinationsrate an der Spiegelfacette ist. Auf der Grundlage
zweidimensionaler Bilanzgleichungen wird der Einu der lateralen Diusion dis-
kutiert.
Summary.
It is well known that the catastrophic degradation of Ga
x
Al
1 x
As DH lasers is
caused by the thermal runaway that occurs when the nonradiative recombina-
tion rate at the mirror facets is very high. The eects of lateral diusion are
determined on the basis of twodimensional balance equations.
Rezme.
Horoxo izvestno qto katastrofiqeskoe naruxenie Ga
x
Al
1 x
As lazera sostavlets kogda poteplenie, sozdano rekom-
binacie, vysoko. Na baze dvuhmernyh uravneni balansa
issledovano vlinie bokovo diffuzii.
1. Einleitung
Wir betrachten einen DH (double heterostructure) Halbleiterlaser, der aus Al
x
Ga
1 x
As besteht. Bekanntlich kann sich ein solcher Laser infolge

Uberhitzung zer-
setzen. Dies tritt ein, wenn an der Spiegelfacette der nicht durch Strahlung bedingte
Rekombinationsanteil hoch ist (vgl. [2], [4], [1]).
Man m

ochte wissen, unter welchen Bedingungen eine katastrophenartige Sch

adi-
gung des Spiegels eintritt. Das Ziel besteht darin, die Lebensdauer des Lasers
m

oglichst zu verl

angern, indem man seine geometrische Gestalt, seine physikali-
schen Eigenschaften und seine Betriebsbedingungen geeignet w

ahlt. Um mathema-
tisch zu beschreiben, was in einem derartigen Halbleiterlaser vor sich geht, zieht
man eine Bilanzgleichung f

ur die Ladungstr

ager und die W

armeleitungsgleichung
heran (vgl. [3]). In der Vergangenheit hat man zun

achst versucht, die Vorg

ange mit
r

aumlich eindimensionalen Gleichungen zu beschreiben (vgl. [5]). Damit man den
Einu der lateralen Diusion erfassen kann, ist aber ein wenigstens zweidimensio-
nales Modell erforderlich. Andernfalls kann man keine Aussagen

uber den Einu
der lateralen Abmessungen auf die Lebensdauer des Lasers erwarten.
2. Grundgleichungen
Das kartesische XY {Koordinatensystem liege so, da die X{Achse in Ausbrei-
tungsrichtung des Laserstrahls zeigt und die Y {Achse senkrecht dazu in der aktiven
Zone (vgl. Skizze 1). F

ur die Ladungstr

agerdichte p(X;Y; t) hat man (vgl. [2])
@p
@t
= D
 
@
2
p
@X
2
+
@
2
p
@Y
2
!
  (g   )S(1 +R)
 L  X  L;  W  Y W; t > 0:
(1)
Skizze 1: Geometrie eines Doppel{Heterostruktur{Lasers
Dabei bezeichnet D den eektiven Diusionskoezienten, f

ur den
D
 1
=
1
2

D
 1
e
+D
 1
h

gilt und e f

ur Elektronen und h f

ur L

ocher steht. g sei der gain,  der Absorptionsko-
ezient,S die Laserudichte in der aktiven Schicht und R das Reexionsverm

ogen
1
des Spiegels. In der Laserpraxis ist g  eine monoton wachsende beschr

ankte Funk-
tion von p derart, da inf (g   ) =   < 0 und sup (g   ) = g
0
> 0 ist. Es
existiere also ein p = p
0
mit der Eigenschaft g    > 0 f

ur alle p > p
0
.
@(g )
@p
soll existieren und beschr

ankt sein:



@(g )
@p


  g
0
0
.
Die W

armeleitungsgleichung schreibt man in der Form
@T
@t
=
K
%C
p
 
@
2
T
@X
2
+
@
2
T
@Y
2
!
+ J
th
V
j
+m%
c
J
2
 
1
%C
p
h
K
r
(T   T
c
)
H
: (2)
Dabei ist T die absolute Temperatur, K die W

armeleitf

ahigkeit und h die Dicke
der aktiven Schicht. T
c
bezeichnet die Temperatur der W

armesenke und K
r
die
W

armeleitf

ahigkeit einer Bezugsschicht. H heit Wirkl

ange und ist durch
H = K
r
X
i
Z
i
H
i
deniert, dabei ist Z
i
die Dicke der i{ten Schicht zwischen der aktiven Schicht und
der W

armesenke. Der letzte Term in (2) beschreibt also den W

arme

ubergang von
der aktiven Schicht auf die W

armesenke.J
th
steht f

ur die nichtradiative Rekombina-
tion im aktiven Bereich und V
j
f

ur die der Laserenergie der Photonen proportionale
Ber

uhrungsspannung; m%
c
J
2
ist die Joulesche W

arme am Ohmschen Kontakt. Es
wird angenommen, da der gesamte Injektionsstrom unterhalb des Schwellwertes
in der aktiven Zone in W

arme umgewandelt wird: J
te
= J
th
+ (1   
d
)(J   J
th
).
Dabei bezeichnet J
th
den Schwellstrom und 
d
die

auere Quantendierentialezi-
enz (external dierential quantum eciency). Uns interessieren L

osungen von (1),
(2), die folgenden Randbedingungen unterworfen sind
@p
@X
= 0 f

ur X = 0; D
@p
@X
=  V
0
p f

ur X = L;
@Y
@T
= 0 f

ur Y = 0;
@p
@Y
= 0 f

ur Y = W;
(3)
@T
@X
= 0 f

ur X = 0; K
@T
@X
= V
0
p f

ur X = L;
@T
@Y
= 0 f

ur Y = 0;
@T
@Y
=  
T   T
e
W
L
f

ur Y =W:
(4)
Dabei bezeichnet V
0
die Rekombinationsgeschwindigkeit, soweit sie nicht durch
Strahlung verursacht ist. W
L
bezeichnet die halbe Dierenz zwischen der Breite
des Halbleiterk

orpers und der aktiven Zone (siehe Skizze 2), T
e
ist die Temperatur
bei Y = W + W
L
und kann als gegeben (einer Messung zug

anglich) angesehen
werden. Zur Festlegung der Funktionen p(X;Y; t) und T (X;Y; t) sind auerdem
Anfangsbedingungen zu stellen; wir verlangen
p(X;Y; 0) =
e
p(X;Y ); (5)
T (X;Y; 0) =
e
T (X;Y ); (6)
2
wobei
e
p und
e
T f

ur 0  X  L; 0  Y  W deniert sind und die gleichen
Randbedingungen wie p und T erf

ullen.
Skizze 2: Typische Struktur eines DH{Halbleiterlasers
3. Eindimensionales Modell
Es wurde der Versuch unternommen, dieses zweidimensionale Modell in der Weise
auf ein eindimensionales zu reduzieren, da der Einu der lateralen Abmessung
Ber

ucksichtigung ndet. Dazu werden dimensionslose Gr

oen eingef

uhrt.
x =
X
L
; y =
Y
W
;  =
L
W
; 
w
=
Wh
f
K +W
L
h
f
;  =
Dt
L
2
w =
p
p
L
; u =
T
T
c
; u = uj
x=1
;
e
u = uj
x=0
; u
a
=
T
a
T
c
;

2
=
L
2
S(1 +R)
0
Dp
L
; 
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=
L
2
K
r
HhK
; Le =
D%C
p
K
;
k
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=
V
0
L
D
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2
=
LV
0
p
L
KT
c
:
Falls man f

ur den gain der Einfachheit halber eine quadratische Abh

angigkeit von
p annimmt und in der W

armeleitungsgleichung die

aueren Ein

usse fortl

at, neh-
men (1) und (2) die Gestalt
@w
@
=
@
2
w
@x
2
+ 
2
@
2
w
@y
2
  
2
(w
2
  1)e
14(~u u)
; (7)
Le
@u
@
=
@
2
u
@x
2
+ 
2
@
2
u
@y
2
  
2
(u  1) (8)
an (vgl. [3]) und die Randbedingungen (3) und (4) erhalten das Aussehen
@w
@x
= 0 f

ur x = 0;
@w
@y
= 0 f

ur y = 0;
@w
@x
=  k
1
w f

ur x = 1;
@w
@y
= 0 f

ur y = 1
(9)
3
@u
@x
= 0 f

ur x = 0;
@u
@y
= 0 f

ur y = 0;
@u
@x
= k
2
w f

ur x = 1;
@u
@y
=  
w
(u  u
a
) f

ur y = 1:
(10)
Das Gleichungssystem l

at sich betr

achtlich vereinfachen, wenn man annimmt, die

Uberhitzung setze in der Mitte der Spiegelfacette ein. Diese Annahme besagt, die
h

ochste Temperatur sei bei y = 0 zu erwarten. Dann approximiert man das y{Prol
von u in der Form
u(x; y;) = u
0
(x;) + u
1
(x;)y
2
Man erh

alt dann mit R

ucksicht auf die Randbedingungen
u(x; y;) = u
0
(x;) + [u
w
(x;)  u
0
(x;)]y
2
;
@u
@y





y=1
= 2(u
w
  u
0
) =  
w
(u
w
  u
a
)
also
u
w
=
2u
0
+ 
w
u
a
2
w
und es ergibt sich
@
2
u
@y
2





y=0
= 2(u
w
  u
0
) =  
2
w
2 + 
w
(u
0
  u
a
):
Auf diese Weise erh

alt man f

ur u
0
die vereinfachte Dierentialgleichung
Le
@u
0
@
=
@
2
u
0
@x
2
 
2
2

w
2 + 
w
u
0
  
2
(u
0
  1) +
2
2

w
2 + 
w
u
a
: (11)
Das y{Prol von w approximiert man durch
w(x; y;) = w
0
(x;) + w
1
(x;)y
2
+ w
2
(x;)y
4
; (12)
wobei man in y ein Polynom vierten Grades w

ahlt, damit man alle Randbedin-
gungen von w erf

ullen kann. Mit w
0
= w(x; 0;); w
w
= w(x; 1;) nimmt (12) die
Gestalt
w(x; y;) = w
0
(x;) +
2
3
(w
w
(x;) w
0
(x;))y
2
+
1
3
(w
w
(x;) w
0
(x;))y
4
an. Dabei wurden f

ur w
w
und w
0
die Randbedingungen benutzt. Die Dierenti-
algleichung (7) kann dann ersetzt werden durch eine Dierentialgleichung f

ur w
0
(bei y = 0) und eine zweite f

ur w
w
(bei y = 1). F

ur die praktische Rechnung f

uhrt
man eine weitere Vereinfachung ein: man ersetzt n

aherungsweise w
w
=
w
0
3
. Diese
4
Annahme steht in guter

Ubereinstimmung mit der Erfahrung. Die Dierentialglei-
chung f

ur w
w
l

at man dann weg. Man kommt so auf die beiden Dierentialglei-
chungen
@w
0
@
=
@
2
w
0
@x
2
 
8
9

2
w
0
  
2
(w
2
0
  1)e
14(u
0
 ~u
0
)
; (13)
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2
 
2
2

w
2 + 
w
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  
2
(u
0
  1) +
2
2

w
2 + 
w
u
a
(14)
mit den Randbedingungen
@w
0
@x
= 0 f

ur x = 0;
@w
0
@x
=  k
1
w
0
f

ur x = 1;
@u
0
@x
= 0 f

ur x = 0;
@u
0
@x
= k
2
w
0
f

ur x = 1
und hat damit ein eindimensionales Modell, das aber die laterale Diusion ber

uck-
sichtigt. Um nun ein

Uberhitzungskriterium zu erhalten, wird eine St

orung des
station

aren Zustands eingef

uhrt:
u
0
= u
S
+ u
1
; (15)
w
0
= w
S
+ w
1
; (16)
wobei der Index s den station

aren Zustand kennzeichnet,  ein kleiner Parameter
ist und der Index 1 f

ur den gest

orten Zustand steht. Man setzt
u
1
(x;) = U(x)e

; w
1
(x;) = W (x)e

und geht dann mit (15), (16) in (13), (14) ein. Dies liefert f

ur U und W
d
2
U
dx
2
= (Le+ 
2
+B
1
)U;
d
2
W
dx
2
=

+
8
9

2
+ 
2


W + 
2
(U  
e
U)
mit den Randbedingungen
dU
dx
=
dW
dx
= 0 f

ur x = 0;
dU
dx
= k
2
W;
dW
dx
=  k
1
W f

ur x = 1:
Dies f

uhrt auf eine Eigenwertgleichung
F
1
() = F
2
() mit F
1
() = AB; F
2
() =  
k
2

2

A
  k
1
B;
A =

+ 
2
+
8
9

2

1
2
; B =
 
Le+ 
2
+
2
2

w
2 + 
w
!
1
2
:
Die Auswertung der Eigenwertgleichung liefert ein notwendiges Kriterium f

ur die
Instabilit

at des Vorganges. Eine katastrophale

Uberhitzung kann n

amlich h

ochstens
dann eintreten, wenn  einen positiven Realteil hat.
5
Im folgenden wird sich zeigen, da man auch ohne den neuerlichen

Ubergang vom
zweidimensionalen auf ein (verbessertes) eindimensionales Modell, der mit zus

atz-
lichen Annahmen verbunden ist, eine Aussage

uber den Zusammenhang zwischen
station

arem und instation

arem Vorgang treen kann. Unsere Frage lautet: Unter
welchen Bedingungen strebt eine instation

are L

osung f

ur groe t gegen die L

osung
des station

aren Problems? Dabei wird sich allerdings nur eine hinreichende Bedin-
gung f

ur die Stabilit

at des Vorganges ergeben.
4. Instation

ares Problem f

ur p
Das Anfangs{Randwertproblem (1), (3), (5) kann zun

achst unabh

angig von den

ubrigen Gleichungen betrachtet werden. Zur L

osung dieses Problems setzen wir
das Galerkinverfahren an:
p
n
(X;Y; t) =
n
X
=1
a

(t)'

(X;Y ): (17)
Dabei sei '
1
; '
2
; : : : ein in L
2
orthonormiertes vollst

andiges Fundamentalsystem.
(Ein geeignetes die Randbedingungen erf

ullendes System ist z.B. cos
i
X cos
k
Y ,
wobei 
i
die Wurzeln der Gleichung
D
V
0
 = cot  und 
k
=
k
W
; k = 1; 2; 3; : : : ist.)
Geht man mit dem Ansatz (17) in (1) ein, so ergibt sich das System gew

ohnlicher
Dierentialgleichungen
(p
nt
+ (g (p
n
)  )S(1 +R); '

)  D (p
n
; '

) = 0;  = 1; : : : ; n (18)
f

ur die Funktionen a

(t). Setzt man '
1
(X;Y ) = ~p(X;Y ), so hat man die Anfangs-
bedingungen
a

(0) = 
1
(19)
zu stellen. Wegen der Orthonormiertheit der '

ist dann
jjp
n
jj
2
=
n
X
=1
a
2

(t): (20)
Den Ausdruck (p
n
; '

) in (18) formen wir mit Hilfe der Randbedingungen wie
folgt um:
(p
n
; '

) =
Z
W
0
Z
L
0
 
@
2
p
n
@X
2
+
@
2
p
n
@Y
2
!
'

dXdY =
 
Z
W
0
Z
L
0
@p
n
@X
@'

@X
dXdY   V
0
Z
W
0
p
n
'

j
x=L
dY
 
Z
W
0
Z
L
0
@p
n
@Y
@'

@Y
dXdY =
  (grad p
n
; grad'

)  V
0
Z
W
0
p
n
'

j
X=L
dY:
(21)
Um die L

osbarkeit von (18), (19) f

ur beliebiges n zu sichern, reicht es aus nach-
zuweisen, da alle a

f

ur endliches t endlich sind. Wegen (20) und der

uber g(p)
getroenen Voraussetzungen braucht man nur zu zeigen, da kp
n
k f

ur endliches t
6
endlich ist. Um dies zu beweisen, multiplizieren wir (18) mit a

(t) und summnieren

uber  von 1 bis n. Dies liefert
(p
nt
; p
n
) + ((g(p
n
)  )S(1 +R); p
n
) +D jjgrad p
n
jj
2
+
+ V
0
Z
W
0
p
2
n
j
X=L
dY = 0:
(22)
Man hat f

ur beliebiges  > 0
j(g(p
n
); p
n
)j 

2
jjp
n
jj
2
+
1
2
Z
W
0
Z
L
0
g (p
n
)
2
dXdY


2
jjp
n
jj
2
+
LW
2
g
2
0
;
wobei g
0
die obere Grenze von g bezeichnet. Daher gewinnt man aus (22) eine
Ungleichung der Form
d
dt
kp
n
k
2
 A+Bkp
n
k
2
(23)
mit positivem A und B, aus der f

ur p
n
die a priori Absch

atzung
kp
n
k
2
 e
R
t
0
Bdt

k~pk
2
+
Z
t
0
Adt

(24)
folgt. Es interessiert die Frage, ob und unter welchen Bedingungen die Folge der
N

aherungsl

osungen bei unbegrenzt wachsendem n konvergiert und gegen eine L

o-
sung des Anfangs{Randwertproblems (1), (3), (5) strebt. Um die Konvergenzfrage
zu untersuchen, ben

otigen wir weitere in n gleichm

aige a priori Absch

atzungen
der N

aherungsl

osung. Mit (24) folgt aus (22)
Z
t
0
(
k grad p
n
k
2
+ V
0
Z
W
0
p
2
n
dY
)
dt  Cc
R
t
0
Bdt

k~pk
2
+
Z
t
0
Adt

:
Indem man (18) nach der Zeit dierenziert und nach Multiplikation mit
da

dt

uber
 summiert, bekommt man Absch

atzungen f

ur kp
nt
k
2
und
Z
t
0
n
k grad p
nt
k
2
+ V
0
kp
nt
k
2
L
2
(0;W )
o
dt:
Dabei macht man Gebrauch von der Beschr

anktheit der Ableitung g
0
(p) und davon,
da sich die Anfangswerte von p
nt
mit Hilfe von (1) bestimmen lassen. Infolge der in
n gleichm

aigen a priori Absch

atzungen der Galerkinschen N

aherungsl

osungen l

at
sich aus der Folge fp
n
g eine Teilfolge fp
n
k
g so ausw

ahlen, da fp
n
k
g und fp
n
k
t
g
in L
2
(
);
 = (0; L)  (0;W ) bzw. fgrad p
n
k
g und fgrad p
n
k
t
g in L
2
(Q
T
); Q
T
=

  [0; T ] f

ur beliebiges T > 0 gegen Grenzfunktionen p und p
t
bzw. grad p und
grad p
t
schwach konvergieren. Es gilt der Satz: Sind die Anfangsdaten und ihre
ersten Ableitungen quadratisch integrierbar und ist der Rand so beschaen, da
man den Gauschen Satz anwenden kann, so hat das Rand{Anfangswertproblem
(1), (3), (5) eine L

osung, f

ur die die gleichen a priori Absch

atzungen gelten, wie
f

ur die Galerkinschen N

aherungen.
Beweis. Wegen der unter den genannten Voraussetzungen g

ultigen Absch

atzun-
gen (24) f. ist die Folge der Galerkinschen N

aherungen nebst ihren in diesen
7
Absch

atzungen auftretenden Ableitungen in L
2
(
) bzw. L
2
(Q
T
) schwach kompakt.
Daher existieren konvergente Teilfolgen. F

ur die Grenzfunktion p(X;Y; t) gelten die
gleichen a priori Absch

atzungen wie f

ur die N

aherungsl

osungen. Man veriziert, da
die Grenzfunktion L

osung des Rand{Anfangswertproblems ist.
5. Station

ares Problem f

ur p
Wir betrachten das Randwertproblem
D
(
@
2
p
@X
2
+
@
2
p
@Y
2
)
  (g   )S(1 +R) = 0; (25)
K
%C
p
(
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2
T
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2
+
@
2
T
@Y
2
)
 
1
%C
p
h
K
r
(T   T
c
)
H
= 0; (26)
@p
@X
= 0 f

ur X = 0; D
@p
@X
=  V
0
p f

ur X = L;
@p
@Y
= 0 f

ur Y = 0;
@p
@Y
= 0 f

ur Y = W;
(27)
@T
@X
= 0 f

ur X = 0; K
@T
@X
= V
0
p f

ur X = L;
@T
@Y
= 0 f

ur Y = 0;
@T
@Y
=  
T   T
c
W
L
f

ur Y = W:
(28)
In
((g(p)   )S(1 +R); ) D (p; ) = 0; (29)
1
%C
p
h
 
K
r
(T   T
c
)
H
;'
!
 
K
%C
p
(T;') = 0 (30)
f

ur beliebiges  2 W
1
2
(
); ' 2 W
1
2
(
) werden p und T dann als Elemente die-
ser Hilbertr

aume gesucht; man benutzt zum Existenznachweis einer L

osung das
Fixpunktprinzip. Auch im station

aren Fall kann (25), (27) unabh

angig von den

ubrigen Gleichungen betrachtet werden. Indem wir von
D (p; ) =  D (grad p; grad )  V
0
Z
W
0
pj
X=L
dY
Gebrauch machen, haben wir
((g(p)   )S(1 +R); ) +D (grad p; grad ) + V
0
Z
W
0
pj
X=L
dY = 0:
F

ur  = p erhalten wir daraus
Dk grad pk
2
+ V
0
kpk
2
L
2
(0;W )
=  ((g(p)  )S(1 +R); p):
Die rechte Seite l

at sich absch

atzen, wir erhalten
Dk grad pk
2
+ V
0
kpk
2
L
2
(0;W )
 (g
0
+ )S(1 +R)kpk
L
2
(
)
:
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Da der durch g denierte Operator vollstetig ist, reicht es nach einer Folgerung aus
dem Leray{Schauderschen Fixpunktsatz aus nachzuweisen, da m

ogliche L

osun-
gen gleichm

aig beschr

ankt sind. Die Annahme unbeschr

ankter L

osungen kann
mit Hilfe der vorstehenden Ungleichung leicht zum Widerspruch gef

uhrt werden.
Um die Frage zu kl

aren, unter welchen Bedingungen die L

osung des station

aren
Problems eindeutig bestimmt ist, nehmen wir an, p

und p

seien verschiedene
L

osungen des Randwertproblems (25), (27). Wir setzen p = p

  p

; durch Sub-
traktion kommen wir auf
Dk grad pk
2
+ V
0
kpk
2
L
2
(0;W )
=   ((g(p

)  g(p

))S(1 +R); p) =: !:
Wegen j!j  S(1 +R)g
0
0
kpk
2
 S(1 +R)g
0
0
C


k grad pk
2
kann es f

ur
S(1 +R)g
0
0
C


< D (31)
nur eine L

osung geben (hinreichende Bedingung).
6. Instation

ares Problem f

ur T
Nachdem nun p als bekannt gelten kann, wenden wir uns T zu. Das Rand{Anfangs-
wertproblem (2), (4), (6) kann ebenfalls mit dem Galerklinverfahren behandelt
werden. Man ben

otigt zun

achst eine Funktion #(X;Y; t), welche die inhomogenen
Randbedingungen erf

ullt. Setzt man dann
T (X;Y; t) = #(X;Y; t) +  (X;Y; t);
so mu man verlangen, da  (X;Y; t) die zugeh

origen homogenen Randbedingun-
gen erf

ullt. Nach Wahl eines geeigneten #(X;Y; t) kann also zur Bestimmung von
 (X;Y; t) das Galerkinverfahren dienen. Die N

aherungsl

osung setzen wir in der
Form

n
(X;Y; t) =
n
X
=1
b

(t) 

(X;Y ) (32)
an; dabei seien die  

;  = 1; 2; : : : ein vollst

andiges in L
2
orthonormiertes Funda-
mentalsystem.Gehen wir mit (32) in (2) ein, so ergibt sich das System gew

ohnlicher
Dierentialgleichungen
 
T
nt
+
1
%C
p
h
K
r
(T
n
  T
0
)
H
; 

!
 
K
%C
p
(T
n
;  

)
  (J
te
V
j
+m%
c
J
2
;  

) = 0;
(33)
dabei ist T
n
= #+
n
und gesucht sind die b

(t);  = 1; 2; : : : Setzt man  
1
(X;Y ) =
~(X;Y ) =
e
T (X;Y )  #(X;Y; 0), so hat man dazu die Anfangsbedingungen
b

(0) = 
1
(34)
zu stellen. Wegen der Orthonormiertheit der  

gilt
k
n
k
2
=
n
X
=1
b
2

(t):
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Den Ausdruck (T
n
 

) in (33) formen wir unter Ber

ucksichtigung der Randbedin-
gungen um:
(T
n
;  

) =   (grad T
n
; grad 

) +
V
0
K
Z
W
0
p 

j
X=L
dY
 
1
W
L
Z
L
0
(T
n
  T
c
) 

j
Y=W
dX:
Indem wir dies in (33) ber

ucksichtigen, mit b

(t) multiplizieren und

uber  von 1
bis n summieren, erhalten wir
(T
nt
; 
n
) +
1
%C
p
h
K
r
H
(T
n
; 
n
) 
1
%C
p
h
(T
c
; 
n
) +
K
%C
p
(grad T
n
; grad 
n
) +
K
%C
p
(
1
W
L
Z
L
0
T
n

n
j
Y=W
dX  
1
W
Z
L
0
T
c

n
j
Y=W
dX  
V
0
K
Z
W
0
p
n
j
X=L
dY
)
 

J
te
V
j
+m%
c
J
2
; 
n

= 0:
(35)
Man gewinnt aus (35) eine Ungleichung der Form
k
n
k
2
 e
R
t
0
Bdt

k~k
3
+
Z
t
0
Adt

:
Damit liegen zur Bestimmung von T die gleichen Verh

altnisse wie bei p vor und
man kann wie dort verfahren. Auch das station

are Problem kann f

ur T wie f

ur p
behandelt werden. Bez

uglich der Einzigkeit ergeben sich wegen der Linearit

at keine
zus

atzlichen Bedingungen.
7. Beziehung zwischen station

arem und instation

arem Problem
Danach entsteht die Frage, unter welchen Bedingungen f

ur t ! 1 die L

osung
des instation

aren Problems gegen die des station

aren strebt. Dazu bildet man die
Dierenz zwischen der instation

aren und der station

aren L

osung; integriert und
sch

atzt ab.
Es sei p
0
(X;Y; t) eine L

osung des instation

aren Problems, ihr Anfangswert sei
~p(X;Y ); p
00
(X;Y ) sei eine L

osung des zugeh

origen station

aren Problems. F

ur die
Dierenz p = p
0
  p
00
gilt dann f

ur beliebiges 
Z
t
0
Z


fp
t
+D grad p grad + (g(p
0
)  g(p
00
))S(1 +R)gdXdY dt
+ V
0
Z
t
0
Z
W
0
pj
X=L
dY dt = 0:
Setzt man  = p, so folgt
1
2
d
dt
kpk
2
+Dk grad pk
2
+ V
0
kpk
2
L
2
(0;W )
=  ((g(p
0
)  g(p
00
))S(1 +R); p):
Wegen
j((g(p
0
)  g(p
00
))S(1 +R); p)j  g
0
0
S(1 +R)kpk
2
10
mit g
0
0
= sup j
@g
@p
j und k grad pk
2

1
C
kpk
2
mit einer nur vom Gebiet abh

angigen
Konstanten C erh

alt man
1
2
d
dt
kpk
2
+

D
C
  g
0
0
S(1 +R)

kpk
2
 0:
Mit der abk

urzenden Bezeichnung
 =
D
C
  g
0
0
S(1 +R)
folgt
d
dt

e
2t
kpk
2

 0
oder
kpk
2
 k~p   p
00
k
2
e
 2t
:
Es gilt also der Satz:
Unter der Voraussetzung  > 0 strebt die instation

are L

osung f

ur t ! 1 gegen
die station

are.
Wir erinnern daran, da die L

osung des station

aren Problems f

ur  > 0 eindeutig
bestimmt ist. Groe Werte von D und kleine Werte von C; g
0
0
; S und R wirken sich
auf die Stabilit

at einesDH Lasers also g

unstig aus oder in Worten ausgedr

uckt: Ein
DH Laser ist stabil, wenn die Ladungstr

agerdiusion stark, das Gebiet klein, der
Anstieg des gains mit der Ladungstr

agerkonzentration gering, die Laserudichte
nicht allzu gro und das Reexionsverm

ogen der Spiegelfacetten klein ausf

allt.
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